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Introduction

Dans les dernieres années, la décomposition atomique joue un role dans la théorie des
espaces fonctionnelles.
Le but de ce mémoire est de prisentes cette décomposition pour les espaces de type Besov
B et de type Triebel-Lizorkin FJ7 .

Soient s € R, 7 € [0, +00) et 0 < p, ¢ < 00, on montre que f € S (R") est dans I'espace

de type Besov B, , ou dans I'espace de type Triebel-Lizorkin F)'7 est sous la forme

f - Z Z )‘vaum convergence dans S’ (Rn) ’ (1>

v=0 mezZ"
ol g,,, 's sont des atomes et (A,,,) nombre complexe appartient & un espace de suites.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Le premier chapitre, donne rappel la défnition de la décomposition de Littlewood-
Paley et quelques résultats qui seront utilisées dans la suite de cette mémoire.

Le deuxiéme chapitre, donne la défnition et les propri¢tés des espaces By et I,
et l'espace de suites b7 et f 7 .

Dans le dernier chapitre, donne une décomposition atomique pour les espaces de

type Triebel-Lizorkin et Besov, et la preuve de la convergence dans S’ (R™) du (1).



Notation et conventions

o= (Oél,Oég,Oég, ....,Oén) S Ng
Pour a € N, |a| = a3 +as + ag+ ........ + .

e, . glol ,
La dérivée partielle T e oy 5o est notée D* f.
S o

Pour j € Z on pose j© = max(j,0).

Soient A; et Ay deux espaces quasi-normés, on dit que A; — A, s’il existe ¢ > 0,

telle que

1, < llflla,  Vfe A

p’ est 'exposant conjugue de p telle que :z% + % =1.
S(R™) est I'espace des fonctions C*°(R™) a décroissances rapides.
S'(R") est Pespace des distributions tempéres.

B(z,7) est la boule ouvert de centre x et de rayon r, defnit par

B(z,r)={y e R": |z —y| <r}.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la suite

de cette memoire.

1.1 Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-
Littelwood

Dans cette section, nous présentons quelques résultats qui seront utilisées dans la suite de

cette mémoire.

Définition 1.1.1 Soient s € R, J € Z, J* = max(J,0) et 0 < g < oo. L’espace de suites

62 s+ est ensemble {fj}j>0 a valeurs réelles ou complexes telles que
- . IV
H {fj}j2J+ oo = <-;k2m |fj‘q> , 8t 0<qg<oo
@ j>

et

H {fj}jzﬁ- Hfoo = Supj2J+ 275 |f]| st q= 00

Remarque 1.1.1 1l est claire que 8270 = {4 pour 0 < g < oo.



1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

Définition 1.1.2 Soit 0 < p < oo et Q2 CR™. On pose
LP(Q)={f:Q — C telle que f mesurable et ||f | LP ()| < oo}, avec
1
(Jolf(@)[Pdz)? si 0<p<oo

supess|f(z)] s p=o0
zeQ)

IF 1 L2 ()] =

Si 2 =R", on pose LF (R") = L et ||f | LP (R")[| = [|f]|,. Les espaces L (£2) sont des
espaces de Banach pour 1 < p < oc.

Soit 2 C R" et 1 < p,q < oo avec 1/p+ 1/q = 1. Soit f une fonction de LP(2) et g
dans L4(f2). Alors fg appartient a L'(Q) et

||fg||L1(Q) < Hf”LP(Q) ||9||Lq(Q) ’

c’est l'inégalité de Holder.

Proposition 1.1.1 Soient 0 < a <1, J € Z et 0 < q < oo. Pour toute suite réelle a

e 0 .
terme positive {wj}j2 grdans € 1y, les suites

k
§p = a” Za’jwj et N = a’kZajwj, k>Jt,

j=Jt Jzk

appartiennent @ ES g+, de plus, il existe une constante c = c(a,q) > 0 tel que

H {6k}k2J+ ‘ €07J+|| + H {nk};@ﬁ | EO,J+H < C” {wj}jZJ‘*' | EO,ﬁH-

Preuve. On étudie deux cas.
Le cas 1 < ¢ < co. On peut écrire la suite {;} sous la forme

k
5p = Z aF=9/ag(k=i)/q w;.
j=I*
Par I'inégalité de Holder, on trouve

’

a/q

k k
8 < Z a(kfj)w;z Z ak=7) :

j=J+ j=J+



1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

Donc )
q/q
Sas(ye) x| 3o
E>J+ i>0 E>J+ \J+<j<k

Comme

5 (2o ) - () () = () (2 )

k>J+ \j=J+ j>J+ k>3 i>0 j=J+

Alors la somme de ¢{ pour k > J* est majorée par

(z) (2]

>0 j>J+
Ce qui donne

1
H {5/€}k2J+ | 62,J+” < Ta” {Wj}jzﬁ | EO,JJFH'

Pour {7, }, on peut écrire {7, } sous la forme
= S W agli-wid
jzk

Par I'inégalité de Holder, on trouve

!

a/q
nt < (Za(jk)ag) <Za(jk)> 7

Jjzk Jjzk
il vient que

a/d
s (o) X (Te).
k>J+

i>0 k>J+ \j>k

Comme

> <Za(a‘k> w§> - ([T w T b

j>Jt JT<k<j
< [z (z0).

j i>0
alors la somme de 7] pour k > J* est majorée par

(x) (2.

>0 g2+



1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

ce qui donne
1
H {nk}kzﬁ' | EO,J+H < EH {wj}j2J+ | Eg,ﬁH-

Lecas 0<¢<1. Ona
5% < Z a(k_j)qw?,

JH<i<k
il vient que
q (k—35)aq, 4
E 0y < E E a w;
k> J+ E>J+ \J+<j<k
Comme
k
E § a(k*J)qw? — E UJ? E:a(kﬁ)q :
E>J+ \j=J+ j>J+ k>j

alors la somme de d] pour k > J* est majoré par

() (3.

i>0 j>J+

c’est-a-dire
1
1— a2

1/q
bz 16l < (72 IHesdine 1]

Pour {n,}, on a

J=J*
donc
ni < E : al—ka 1
k>J+ E>J+ \ J+<j<k
Comme
k k
E E aO—kmuﬁ — E ag E :au—km :
E>J+ \j=J+ j>J+ j=J+

alors la somme de 7} pour k > J* est majorée par (Zaiq) ( > w?). Ce qui donne

i>0 >J+

1

1/q
londre 160l < (12 ) b 10l

Par les mémes raisonnements, on peut démontrer le cas ¢ = co. m



1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

Nous allons commencer & donner la définition de la fonction maximale de Hardy-

Littlewood, qui joue un roéle trés important en analyse harmonique.

Définition 1.1.3 Supposons que f est un fonction localement intégrable sur R™, i.e. f €

Li,. Pour tout x € R", la fonction mazimale de Hardy-littlewood M f(z) est définie par
Mf(x) =su / )| d 1.1.1
@) = sup s [ 1)y (111)

B(z,r)

Remarque 1.1.2 La fonction mazimale de Hardy-Littlewood n’est pas bornée sur L* (R™)

a lui-méme. Nous ne considérons le cas n = 1. Prenez f(x) = X(o (), alors pour tout

> / 1y
/Mf(x)dx > 7Mf(a:)dm > 7%@: ~ %
R 1 1

Alors la fonction mazimale M n’est pas bornée sur L' (R™).La foncion maximale M est

bornée sur L (R"), on vérifier que |[Mf|l < | fll.- On a

[ 1wl = Wl [y w0
B(z,r) B(z,r)
< 1Bl

rx>1,0na

donc

on divise sur |B(x,r)| donc

/ Wldy < |If]l
xrl IE'I'

Alors
M flloo < 1 flloo

Théoréme 1.1.1 Soit f une fonction mesurable sur R". Si f € LP(R"), 1 < p < oo alors
Mf € LP(R"), il existe une constante C' = C(n,p) > 0 telle que | Mf], < C[|f]],-



1.2. Décomposition de Littlewood-Paley

1.2 Deécomposition de Littlewood-Paley

Définition 1.2.1 Soit f € S(R™). On définit la transformée de Fourier de f, la fonc-
tion notée ]? ou F(f) est définée pour toute £ € R™ par

F(f)(€) = (2m) " / i F(2)dar

n

On appelle transformée de Fourier conjuguée de f la fonction

FA)E) = / ¢ (1) .

Nous allons définir maintenant les espaces de Triebel-Lizorkin qui jouent un role im-
portant en analyse fonctionnelle. Pour cela, on rappel la définition de la décomposition de
Littlewood-Paley d’une distribution tempérée.

Soit ¢ € S telle que

(i) supp p C{{ € R": 1 < |¢] < 3}.
(i) p(§) > 0 pour 1 < |¢] < 3.

(ii)) Y2p(279€) = 1 pour € € R"\, {0} .

JET
La construction de ¢ ne pose aucune difficulté, voire par exemple [1]. On pose

Pol€) =1 =D p(27%),
Jj>1

on obtient une fonction ¢, € C*°, portée par la boule |£| < 3. Dans tout ce qui suit, on fixe
la partition de I'unité qui résulte

Y p27¢) =1 VEER™

Jj=0
Pour toute f € S’, la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors I'identité

F=Y Flo«f. (1.1)
j=0

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.



1.2. Décomposition de Littlewood-Paley

Lemme 1.2.1 Soit {p,}jen,une résolution de l'umite et R € N. Alors il exist des fonction

0,0y € S(R™), telle que

supp 0, supp 0y C { z € R": | z |[< 1},

avec:
| FOo(&) [>co st [E]<2
1
[ FOO e s <lgl<
/xQG(x)dx:O si 0<|al|<R,
telle que

FOo(€)FWy(¢ +Z}"0 TOFU(2TIE) =1, £ R

Les fonctions ¥, ¥, € S(R") sont définies par

©o(§)
Fbo(€)

Flo(€) = et FU(E) =

(1.2.1)

(1.2.2)



Chapitre 2

Espaces de type de Besov -
Triebel-Lizorkin

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la définition des espaces B,y et F7, ainsi que

certaines propriétés, comme la coincidence avec d’autres espaces, toutes les démonstrations

se trouvent dans [1], [9], [10] et [11].

2.1 Définition et quelques propriétes

Définition 2.1.1 Soient s e R, 7> 0,0 < q,p < 0.
(1) L’espace de type de Besov, noté BS7, est l’ensemble des f € S’ (R") telle que

D,q’

1/q

o 1 - s —1 q
||f|BZ:qT _Sg}) ’BJ‘T ;2] qH(f Spj*f) | Lp(BJ)H < 09,

ot le sup est sur tout J € Z et toutes les boules By de R™ de rayon 2=7. Dans le cas limite
q = oo la modification habituelle est nécessaire.

(11) Soit 0 < p < oo. L’espace de type Triebel-Lizorkin, noté Fyo, est Uensemble des
f eS8 (R") telle que

1
q

+o0
D2 F N x fIT| [ LA(By)| < oo,

j=J+

10



2.1. Définition et quelques propriétes

ot le sup est sur tout J € Z et toutes les boules B; de R" de rayon 2~7. Dans le cas limite

q = oo la modification habituelle est nécessaire.

Remarque 2.1.1 (i) La définition indépendante du choix de la décomposition de Littlewood-
Paley.
(i) F7 et By sont des espaces de quasi-Banach (espaces de Banach si min(p, q) > 1).

(iii) F3) = F3 ., Uespace de Triebel-Lizorkin.
(1v) BSO B; . Uespace de Besov.
(v) On a

s +n (1—3)

Byl = Boe 7 si 0<p<oo,seER,
+n (1—3) .
Fer = FSOOZTP si 0<p<oo,seR,

p,q
si7'>%,0<q§ooof17=§etq:oo,voir[lo].

Soit ko, k1 € S(R™) et S > —1 un entier telle que pour £ > 0.

|Fko(€)] >0 pour [£] < 2e
|Fki1(€)] >0 pour g < €] < 2e,

et

/ 2%k (x)de =0 pour |af <S. (2.1.1)

Nous rappelons la notation

ki(z) =t "ki(t '), kj(z) = ky-s(z) pour t >0 et j > 1.
Pour tout a > 0, f € &' (R™) et x € R™ on note (fonction maximale de Peetre)

N ki *

k],af(x) — Sup | i f(y) | =,
yerr (1427 |z —y])

k; x f s’appelle la moyenne locale. Nous présentons maintenant une caractérisation fonda-

S, T S, T
mentale de prq et FM .

J € Np.

11



2.2. Espaces de suites by et [57

Théoréme 2.1.1 Soit s €R, 7 € [0;+00) et p, ¢ €]0;4+00] et s < S+1—7n.

(i) Sia > 2, alors

Q=

: 1 Ly .
£ By, = SWPTpE Z 27 ||(k?j’af) | LP(BJ)Hq
’ BJl J| fayat
est une quasi-norme équivalente dans By/. Dans le cas limite ¢ = oo, la modification

habituelle est nécessaire.

(11)SlO<p<ooeta>m,alors

Qi

, 1 =
s, T — I —— 2‘78[1 k;".‘,(l 1 Lp B
||f| Fpq SBljplBJr Z 7 f | ’ ( J) ’

j:J+

est une quasi-norme équivalente dans FJ7. Dans le cas limite ¢ = oo, la modification

habituelle est nécessaire.

. s,T s,T
2.2 Espaces de suites b, et f
Soient v € Ny et m = (my,...,my) € Z". Qum est les cubes dyadique dans R™
Qum = {(x1,...,xn) :m; < 2%, <m;+1,i=1,2,...,n}.

Si Qum est un cube dyadique dans R™ et ¢ > 0, alors ¢Q,,, est le cube dans R” de méme

centre avec (), de longueur ¢ 27", y,,, est la fonction caractéristique sur Q.

Définition 2.2.1 Soient s € R, 7 € [0,400) et 0 < p,q < +00. Pour toutes les suites

complexes de valeur A = {\,,, € C : v € Ny, m € Z"} on pose

brr = {2 A

by < OO}’

avec

1A

Z 2vs>\vm Xom | Lp(BJ>

1
1 +o0 N q
= sup— [ > ,

o By |BJ’ mezn

T
p,q ’U:J+

12



ST

2.2. Espaces de suites b7 et

et (on 0 < p < +00)

<ok,
p.q

s ={x Iy

avec

o L
1 q
A = su 2"\ Aom| Xom L*(B
i = ey | (3 (X2t ) ) 12080

_J+ meZn

Définition 2.2.2 Soit s € R, 7 € [0;4+00) et 0 < p,q < +00. pour toutes les suites
complexes de valeur A = {\,, € C : v € Ny, m € Z"} défine par

78, T < OO} 3
p,q

b = {2 Il

ou

TR
Q=

1 S v(s — 2
o | S S o] |

;
p,q

v=J+ mezn
Qum C QJ
et (ou 0 < p < 400)
= {X gy < oo}

ou

+00 a\ g
= s (Z (Z 2 xvm> ) (@)

P v=J+t \mez"
Ol le sup est prise sur tous les J € Z et tous les cubes dyadiques ); de coté 277, Par les

propriétés des cubes dyadiques, il existe d, k¥ € N ne dépendant pas de J et m telles que

d k
Qmc |JB; et Byc Q).
=1 =1
Ici, B} est une boule de centre 2-7 et () ; est un cube dyadique de coté 2-7. Par X@: on

note la fonction caractéristique du cube @) ;, de cela et du fait que

13



2.2. Espaces de suites by et [57

Z )\vavm XQJL = Z )\Umeum bl v Z J+7
m € Z" m € Z"
Quv, mCQy

il en résulte que pour toutes les suites complexes { Ay}, ¢ No, m € Zn

k
E )‘vavaBJ < c § § )‘UvamXQf]
meZm™ p =1 ||mezZm p
k
= ¢ E E )‘vavm
=1 mezZmn
Q’U,"LCQ{] P
1/p
k
D il I P
=1 mez"
Qv,mCQ%]
Donc
||)\ STSCH)\ =s,7
bplq bplq

Maintenant, pour tout v > J* et n’importe quel cube dyadique @ ;. On a

2= Z Ao = /Z Ao " Xom (v)dy

QTS%Z] Qs mezr
P
= / Z )\vavm(y) dy
Q, mezn
P
= Z )\vafUmXQJ
mezn p
Par conséquent
AL, <ellAll, -
bplq bplq
L’équivalence entre ||.|| et |||  est évident.
byl bpg

Proposition 2.2.1 Soient s € R, 7> 0,0< p,q,r < +00 et —00 < 509 < 51 < +00.
(i) Si 0 < p < o0, alors

~S,T ] SN ~s77— %’gsn’ .
p, min(p,q) Psq p, max(p,q)

14



2.2. Espaces de suites by et [

(il) Si 0 < pp < p1 < oo telles que sg — Se=s1— alors

~S(),T ~81,T
—
bPO: q bpl: q "

(iii) Si 0 < pp < p1 < oo telles que sy — e =51 — .-, alors

S0,T S1,T

po.q pP1,9 °
Evidemment, f57 , b7 peut étre remplacé par by7 et f)7 respectivement.

15



Chapitre 3

La décomposition atomique

Le but de se chapitre est de présenter une décomposition dite atomique, pour les espaces de

type de Triebel-Lizorkin et Besov.

3.1 Définition et résultats

Nous définissons les atomes qui sont les éléments constitutifs de la décompositions atomique.

Définition 3.1.1 Soit K, L € Ny, et soit v > 1. Une fonction a € C* (R") est appelée

[K, L]- atome centrée sur Qum, v € No,m € Z" si

supp a € YQum (3.1.1)
|D%(z)| < 21 pour 0<|a| <K ,zecR",

et
/ z%a(z)dxr =0 pour 0<|a|< L etv>1. (3.1.2)

Si ’atome a est situé a @), alors nous le noterons par a,,,. Pour v =0 ou L =0,

il n’y a pas de conditions de moment (3.1.2) requises.

Lemme 3.1.1 Soit {¢, }jeNO une partion de l'unité et s0it {0y, } yery mezn des [ K, L]-atomes.

Alors

16



3.1. Définition et résultats

[F % oum(@)] < 20 (142 o —27m]) s v <,

et
!.7:_1904 * 0 (aj)‘ < ¢ QUT)TAntl) (1+2 ‘x — 2_”m‘)7M si v>j
J vm = = J>
ou M est suffisamment grand.

Théoréme 3.1.1 Soit s € R, 7 € [0,+00). Soit 0 < p < 400, respectivement 0 < p < oo,
0<qg<+x0 et K, L eNy telles que

K >s+mn, (3.1.3)
et
L> ! 1) -1 (3.1.4)
n|l——-—-1]—-1-—s 1.
min(1, p) ’
respectivement
1

L > ——1)] —-1-s. 3.1.5
(g 1) 1 (319
Alors f € S8'(R™) appartient By, respectivement a Fj7 si et seulement si elle peut étre

représentée par

F=Y"" Xomlum: (3.1.6)

v =0 mezZn

convergeant dans S (R™).

Ot g, sont [K, L]-atomes et A = {\,;, € C:v € Ng,m € Z"} € b37 , respectivement
A€ fyr. De plus, Inf ||\

wor s respectivement Inf ||\ pory Ol Uinfimum est sur les représen-
p,q p,q

tations admissibles (3.1.6), est une quasi-norme équivalente pour By, respectivement Fjir.
b 7

Preuve.

Etape 1. Soit 0,0, et ¢ les fonctions introduites dans le lemme 1.2.1. On a

f=00xgxf+Y 0yx1b,*f,

v =1

et en utilisant la définition des cubes @),,,, on obtient

17



3.1. Définition et résultats

CED S TR TRYIIES SELED D M CLr

meZn vm v =1 meZﬂ vm

ou la convergence dans S’ (R™). Nous définissons pour chaque v € N et tout m € Z"

)\Um = 09 sup |77Z)'u * f(y)| ) (317)
Yy Eva
ou
Cyp =max<q sup|D(y) |, |of<K;.
ly <1

Définir aussi

=20 [, 029z —y))iy, + f(Y)dy si Apm #0

Oum (T) ‘ . (3.1.8)
0 si Ay =0
Si Ay # 0, 0on a
gu(n-+al) -1
D pun(a)] < / (D°0)(2" (& — )] [ % £y >|dy<sup |¢v*f(y)|)
YEQum
gu(n-+al)

IN

/|Dae (2(x — y))| dy
Qum
< Qv(n+|a\)|va‘

< 9vlal

Les modifications pour les termes avec v = 0 sont évidents.

Etape 2. Ensuite, nous montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telles que

<

.
p,q
Comme dans le F-cas. Pour cette raison, nous exploitons les quasi-normes équivalentes

données dans le théoréme 2.1.1 impliquant la fonction maximale de Peetre. Pour toute

18



3.1. Définition et résultats

T,y € Qum et toute v > JT.

D AemXom(®) = Co Y sup [, % f(y)] Xom (@)

mezZn mezZn YEQum
¥, * f(z = 2)|
< c sup
Z |z|<c 2—v (1 +2v |Z|)a

(142 |2[)*Xom ()

meZ™

< e f@) 3 Xoml®)

mezZ"

= gy f(2), (3.1.9)

ol nous avons utilisé Y ;. X, (#) = 1. Cette estimation et son équivalent pour v = 0

(qui peut étre obtenu par un calcul similaire) donnent

1 +0c0 %
H)\Hbgig < CSUP|BJ‘T (Z 2% ‘Wf}’afH%p(B(,))

Bs v=J+
< cllfllsyg -

En prenant a > %. Ceci compléte la preuve de 'inégalité dans le B-cas. Concernant le

F-cas, (3.1.9) implique

1

q

+o0o
5 2 gy

[Alfsr < csuprm—s
P B, |Byl| —
- Ly(B))
S C||f| Fyia
ou en prenant a > m.
7

Etape 3. Suppose que f peut étre représenté par (3.1.6), avec K et L satisfaisant
(3.1.3) et (3.1.4), respectivement. Nous examinons d’abord le B-cas et montrons que

J € B, et que pour certains ¢ > 0,

1l < clIA

S,T .
bpvq

On divise la somme (3.1.6) en fonction de J*, j € Ny en trois parties,

00 Jt—1 J 00
f= E E D N, — E vt E E .....
v=0 mez" v=0 v=J+t v=j+1

19



3.1. Définition et résultats

Ici, on met Zial ...=0. SiJ" =0. Soit {apj }jeNo une résolution d’unité et soit B; une

boule centré sur zo € R" et de rayon 277/, J € Z. On a

Qi

+00
> YNF e sy |

j=J+

qui peut étre estimé par

[eS) JT a 14
| D22 D0 D0 AemF koo | V(By)
j=J+ v=0 meZn
o j q l/q
+c Z 27s4 Z Z )\Um}"_lgpj * 0pm | LF(By)
j=J+ v=J+ mezn
0 oo q 1a
de | D29 YT YT A F Ny 0y | LP(By)
j=J+ v=j+1 mezn

= 01+ 09+ 03.

Estimation de 0;. Dans le lemme 3.1.1 nous avons pour tout M suffisamment grand

et tout v < 7,

S 2 ol |F 10 % 0y ()] < 0 207K N 0vs |3 (1420 |2 — 27Vm)

mezZmn mezm

Nous suppose que

ST 2 Dl (142 [ —27m|) M <Y 2<"/’f—M)’“Mt( > 2% Al xvaBv,k,Cn)(x),
mezZ™ k=0 mezn
(3.1.10)

pour toute 0 <t <1etx € By. Donc, avec 0 < ¢t < min(1,p)

gt ¢

v =0mezn

jst
2 ;

Lr(By)
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3.1. Définition et résultats

peut étre estimé par

) Jt
¢ 3 oMk § o a Mt( 3 2% Al XwXB“ﬂﬂ)
k=0 v=0

mezZ”

00 Jt
< ¢ Z 2(n/t—M)tk Z 2(v—j)(K—s)t Z Qus |)\vm| Xom
k=0 v=0

mezZ"

t

p
t

I

LP(BU—IC—CH)

car la fonction maximal de Hardy-Littlewood M, est borné sur LP. La derniére expression

peut étre estimé par

oo J+ !
o3 20§ gDt [ § 95
k=0 v=0 2V |l mezn LP(By—pcp)
oo J+ !
< e Z o(n/t— M)tk Z 2=NE=9) gy Z 2 Nim| Xim
k=0 v=0 iZ(U_k_Cn)+ mezZ™ LP(By_k—cy,)
Rappelant la définition des espaces b7, la partie droite de la derniére expression est estimeé
par
oo Jt
c Z Z 2(‘rnJrn/th)tk2(v7j)(Kfs)t7v‘rnt H)\ Zs,T
D, 00
k=0 v=0

< ¢ 2(J—j)(K—s—Tn)t—Tnjt ||)‘||ZS’T ’
- D.q

la derniére estimation suit en prenant M suffisamment grand, telles que M > =, et
I'hypothése (3.1.3). Il en résulte que
- 1/q
o1 S IS Z 2(J*j)(Kfszn)Q*Tnjq H)\ b;_&_ S c 27JT’n, H)\ b;_g’ (3111)

j=J*
encore en utilisant (3.1.3) et la constante ¢ > 0 est indépendant de J. Prouvons (3.1.10).

Pour chaque k£ € Ny nous définissons
U ={mez":2"" <2 |z —27"m| < 2"},

et
Q={meZ":2"|z—2""m|<1}.
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3.1. Définition et résultats

Ensuite,
_ -M . _ —-M
> 2% | (142 |z —27"m]) = D> 27 | (1427 |z —27"m])
mezZn k=0 meQy
[e.e]
< e 27N T2 A
k=0 meQy,

Pour toute 0 < t < 1, la derniére expression est délimitée par

1

+00 T

DRt (z umv)t
k=0

meQy

1
+00 t t
=cy 2 (Fm)k (2@—@”/ (Z 2% [ Aol Xom (y)) dy> . (3.1.12)
k=0 UmEQkam

mey

Soit ¥ € Upeq, Qum- Alors y € Q. pour certains m € Q et 2" < 2V |z — 27vm| < 2% &

partir de cela suit que
ly—z|<|y—2"m|+ |z —27"m| <n 27"+ ok—v < ghmv=hn = p e N,

ce qui implique que y est situé¢ dans une boule B (z,2¥7*~"). En outre, du fait que

ly — o] < |y — x|+ o — x| < 287V 277 < 2T o €N,

nous avons que y est situé dans une boule B, ., Par conséquent, (3.1.12) ne dépasse

pas

e D2 M D 2 Pl om0
k=0

= mezZ"

ot ¢ > 0 ne pas dépendre de v, j et J.

Estimation de 0,. Les mémes arguments utilisés ci-dessus donnent

S 2% Ay (1427 |2 = 277m[)

meZ’n,
< CZ Q(n/t—M)k:Mt< Z 2 | Ay vaXBJ,kﬂ-n> (),
k=0 mezn
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3.1. Définition et résultats

pour toute x € By et 0 < t < min(1,p), oi ¢ > 0 ne pas dépendre de v,j et J. Par
le Proposition 1.1.1 (avec I'aide de (3.1.3)) et la continuité de la fonction maximale de

Hardy-Littlewood M, sur L? on obtient pour toute M suffisamment grand pour que

M >n/t+ Tn,
(02)

_ N ) N a/d d/q
< CZ2<n/t7M)kd Z Z 2(Ufj)(Kis)d Mt( Z 2ve ‘)\vm‘vaXBJ,k,c )

k=0 j=J+ \w=J+ mezn »

o . ¢\ Ya
< 320 S (3 2 Pyl v )

k=0 j=J+ mezr P

. . q d/q
S S D D D SR I

k=0 j=(J—k—cn)t lImez" LP(By_k—cp,)
< ¢ 9—Jrnd Z 2(n/t—M+Tn)kd ||)\ lc;lf?’g

k=0

_Jrn d

< e 277N e (3.1.13)

ot d = min(1,p, q).
Estimation de o3. D’aprés le lemme 3.1.1, nous avons pour tout M suffisamment

grand.

Y 2 Poml [ F s % 0 ()]

mezLm™

< ¢ 9(i—v)(Ltn+1+s) Z Qs ‘)\Um‘ (1 + Qi ‘x . 27Um‘)fM'

mezmn

Soit 0 < t < min(1, p) étre un nombre réel tel que L > n/t —1 —n — s. Pour chaque k € Ny
nous définissons
Q={mez": 2" <2 |z —2""m| < 2"},

et

Qy = {mEZ”:Zj}x—Q_“m|§1}.
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3.1. Définition et résultats

En utilisant combinaison des arguments utilisés dans I’estimation de o1, On arrive & I'inégalité

> 2% A (1 + 27 | — 27m|) ™

meZ"™

1/t

o t
< CZ o(n/t=M)k | o(v=k)n / < Z 2% [ Ay va(y)) dy ‘ (3.1.14)
k=0

Q
UTVLEQkQ’l)m metle

Soit ¥ € Upmen, Qum, on trouve y € Q,,, pour certains m € , et 281 < 2V |z — 27vm| < 2k

on obtient que

ly — x| < !y — 2’“m| + }x — 2’“m| <n 27V 2PV <ok e e N,

ce qui implique que y est situé dans une boule B (x, 2k=J ’h"). En outre, du fait que

ly — 20| < |y — 2| + |z — 20| < 2877 427 < 2Fmen o €N,

nous avons que ¥y est situé dans une boule B ;_j_., . Par conséquent, (3.1.14) ne dépasse

pas

e 207 S 2N, D 2 ol Xom X, ) (),

k=0 mezZm™

pour toute x € By et toute 0 < ¢t < min(1,p). Ou ¢ > 0 est indépendent de v,j et J .
Donc utiliser Proposition 1.1.1 (a I’aide de (3.1.5)) et le fait que la fonction maximale de
Hardy-Littlewood M; est bornée sur LP on obtient pour toute M suffisamment grand pour

que M > n/t + n,

(03)d

< sz(n/t—M)kd v
k=0

Z Z Q(j*v)(LJrnJrlJrsfn/t)d Mt( Z Qus |)\vm‘ vaXijkfcn>
j=g+ \v=j mez" p
o . q d/q
< CZ o(n/t=M)kd Z Z 97 |/\jm| Xjm
k=0 Jj=J+ llmezr LP(Bj—k—cp)
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3.2. La convergence

~ . q d/q
<cSamom 5SS e
=0 j=(J—k—cp)*+ |lmezn LP(By_ )

<c 2—J7nd Z 2(n/t—M+Tn)kd ||)\
k=0

ou d = min(1, p, ¢). Maintenant, par (3.1.11), (3.1.13) et (3.1.15) nous obtenons

ZZ:Z S c 2—J7nd ||)\

b (3.1.15)

<c||)\

S T
P q
Dans le F- cas, nous faisons les mémes estimations et calculs que ci-dessus et utilisons la

délimitation de M, sur L (¢,) pour 0 <t < min(1,p, q) pour obtenir I’estimation souhaitée.

3.2 La convergence

Dans cette section, nous présentons la preuve de la convergence dans S’ (R™) du (3.1.6).
Soit ¢ € S (R™). Par (3.1.1) -(3.1.2) et ’expansion de Taylor de ¢ a l’ordre L par rapport

aux off-points 27Vm, on obtient pour v fixé

/ D om0 (W) (y)dy

mezn

—v o 8 DY(27"m) | .,
- /R D Ao 27 o () L ely) = Y (y—27"m) T Qo) gy

" mezn B<L

Le dernier term est estimé par

M M
¢ L+ sup (L+]2f)* > [D(x),

TER™ B|<L+1

ot M > 0 est a notre disposition, soit 0 < t < min(1,p) = 1+p+ eta=s+2(t—1)

m1n(1 D)
1
min(1,

telles que n <1 )> +s < —1— L Puisque g,,, sont [K, L] -atomes, alors pour chaque

S >00na

2 L+1 ’QUm( )’ S 20411 2—U(L+1+O¢) (1 + 2’U |y _ 2—Um|)7
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3.2. La convergence

Donc

/Rn > Xom GunW)e(y)dy

mezZ"

c 2—U(L+l+a)/ Z 2av |)\Um| (1 + 21} ’y . 2—um’)*8 (1 + ’y‘2)77M dy
R

meZ"

IN

ou Cp = {yeR": |y <1} et C; = {yeR": 271 < |y| < 2/} pour toute i € N. Une

modification des arguments utilisés dans la preuve de (3.1.10) donne:

“+o0o
3 2% A (142 [y —270m|) " < e Y207k (Z 27 Pom| Xom XB“””(O)> v

mezZ" k=0 mezZ"

pour toute y € C; est une boule B_;_j_;.(0) de centrée a 0 et de rayon 2tk b € N

Nous avons divisé M en R + T'. Ensuite

J

/ D Aum 2o (®)e(y)dy

mezZ™

est estimée par

+o0o +oo B
c 2—U(L+1+a) Z Z Q(H—S)k—i-iR/R M ( Z gav ’/\vm’ Xom XBikhn(U)> (y) (1 + ’y|2)TT dy

k=0 =0 mezn

-7
Puisque nous avons en plus le facteur (1 + ]y|2) >, il découle de I'inégalité de Holder que

cette expression est limité par

“+o00 400
c 9—v(L+1+a) Z Z 9(n—S)k+iR M ( Z 9av |>\va Xom XBikhn(O)>

k=0 =0 mezZn

2
t

+o0o 400

oo 35S peomen| 5 ia ),

k=0 =0 mezZ™

IN

L%(B—i—k—hn(o))

IN

c 2—U(L+1+a) H)\

s, T
by ’

£°
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3.2. La convergence

ou la premiére inégalité découle de la continuité de la fonction maximale de Hardy-
Littlewood M sur L7 et la deuxiéme inégalité s’ensuit en prenant S et R assez grands.
Puisque L+1+4« > 0, la convergence de (3.1.6) est maintenant claire par les embarquements

la preuve est terminée

IAIL = MM
o

Floo

et

AT, = DAL = A
fplq p b

T

S,T

s

,00

o+
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Conclusion

Dans notre travail on donne la décompositions atomique d’espaces de type de Besov
et de type de Triebel-Lizorkin. Tous ces résultats sont des généralisations des résultas

classiques connus dans les espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin ot en prenant 7 = 0.
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