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Introduction

Dans les dernières années, la décomposition atomique joue un rôle dans la théorie des

espaces fonctionnelles.

Le but de ce mémoire est de prisentes cette décomposition pour les espaces de type Besov

Bs;�
p;q et de type Triebel-Lizorkin F

s;�
p;q .

Soient s 2 R, � 2 [0;+1) et 0 � p , q <1, on montre que f 2 S 0
(Rn) est dans l�espace

de type Besov Bs;�
p;q , ou dans l�espace de type Triebel-Lizorkin F

s;�
p;q est sous la forme

f =
1X
�=0

X
m2Zn

��m%�m convergence dans S 0 (Rn) ; (1)

où %�m �s sont des atomes et (��m) nombre complexe appartient à un espace de suites.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Le premier chapitre, donne rappel la défnition de la décomposition de Littlewood-

Paley et quelques résultats qui seront utilisées dans la suite de cette mémoire.

Le deuxiéme chapitre, donne la défnition et les propriétés des espaces Bs;�
p;q et F

s;�
p;q ,

et l�espace de suites bs;�p;q et f
s;�
p;q .

Dans le dernier chapitre, donne une décomposition atomique pour les espaces de

type Triebel-Lizorkin et Besov, et la preuve de la convergence dans S 0 (Rn) du (1):
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Notation et conventions

� N0 = N [ f0g :
� � = (�1; �2; �3; ::::; �n) 2 Nn0 :
� Pour � 2 Nn, j�j = �1 + �2 + �3 + ::::::::+ �n:

� La dérivée partielle @j�jf
@
�1
x1
:::::::::::@�nxn

est notée D�f:

� Pour j 2 Z on pose j+ = max(j; 0):
� Soient A1 et A2 deux espaces quasi-normés, on dit que A1 ,! A2 s�il existe c > 0,

telle que

kfkA2 � c kfkA1 8f 2 A1:

� p0 est l�exposant conjuguè de p telle que 1
p0 +

1
p
= 1:

� S(Rn) est l�espace des fonctions C1(Rn) à décroissances rapides.
� S 0

(Rn) est l�espace des distributions tempéres.

� B(x; r) est la boule ouvert de centre x et de rayon r, defnit par

B(x; r) = fy 2 Rn : jx� yj < rg :
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L�objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la suite

de cette memoire.

1.1 Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-

Littelwood

Dans cette section, nous présentons quelques résultats qui seront utilisées dans la suite de

cette mémoire.

Dé�nition 1.1.1 Soient s 2 R, J 2 Z, J+ = max(J; 0) et 0 < q � 1. L�espace de suites
`sq;J+ est l�ensemble ffjgj�0 à valeurs réelles ou complexes telles que8>>>><>>>>:



 ffjgj�J+ 

`s
q;J+

=
� P
j � k

2jsq jfjjq
�1=q

; si 0 < q <1

et

 ffjgj�J+ 

`1 = supj�J+ 2js jfjj : si q =1

Remarque 1.1.1 Il est claire que `0q;0 = `q pour 0 < q � 1:
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1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

Dé�nition 1.1.2 Soit 0 < p � 1 et 
 � Rn. On pose

Lp (
) = ff : 
! C telle que f mesurable et kf j Lp (
)k <1g, avec

kf j Lp (
)k =

8<:
�R


jf(x)jp dx

� 1
p si 0 < p <1

sup ess
x2


jf(x)j si p =1
.

Si 
 = Rn, on pose Lp (Rn) = Lp et kf j Lp (Rn)k = kfkp. Les espaces Lp (
) sont des
espaces de Banach pour 1 � p � 1.
Soit 
 � Rn et 1 � p; q � 1 avec 1=p + 1=q = 1. Soit f une fonction de Lp(
) et g

dans Lq(
). Alors fg appartient à L1(
) et

kfgkL1(
) � kfkLp(
) kgkLq(
) ;

c�est l�inégalité de Hölder.

Proposition 1.1.1 Soient 0 < a < 1, J 2 Z et 0 < q � 1. Pour toute suite réelle à
terme positive f!jgj�J+dans `0q;J+, les suites

�k = ak
kX

j=J+

a�j!j et �k = a�k
X
j�k

aj!j, k � J+;

appartiennent à `0q;J+, de plus, il existe une constante c = c(a; q) > 0 tel que



 f�kgk�J+ j `0q;J+

+ 

 f�kgk�J+ j `0q;J+

 � c


 f!jgj�J+ j `0q;J+

:

Preuve. On étudie deux cas.

Le cas 1 < q <1. On peut écrire la suite f�kg sous la forme

�k =

kX
j=J+

a(k�j)=qa(k�j)=q
0
!j:

Par l�inégalité de Hölder, on trouve

�qk �

0@ kX
j=J+

a(k�j)!qj

1A0@ kX
j=J+

a(k�j)

1Aq=q
0

;
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1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

Donc X
k�J+

�qk �
 X
i�0

ai

!q=q0 X
k�J+

0@ X
J+�j�k

a(k�j)!qj

1A :

Comme

X
k�J+

0@ kX
j=J+

ak�j!qj

1A =

0@X
j�J+

!qj

1A X
k�j

ak�j

!
�
 X
i�0

ai

!0@X
j�J+

!qj

1A ;

Alors la somme de �qk pour k � J+ est majorée par X
i�0

ai

!q0@X
j�J+

!qj

1A ;

Ce qui donne 

 f�kgk�J+ j `0q;J+

 � 1

1� a



 f!jgj�J+ j `0q;J+

:
Pour f�kg, on peut écrire f�kg sous la forme

�k =
X
j�k

a(j�k)=qa(j�k)=q
0
!j:

Par l�inégalité de Hölder, on trouve

�qk �
 X
j�k

a(j�k)!qj

! X
j�k

a(j�k)

!q=q0
;

il vient que X
k�J+

�qk �
 X
i�0

ai

!q=q0 X
k�J+

 X
j�k

a(j�k)!qj

!
:

Comme

X
k�J+

 X
j�k

a(j�k) !qj

!
=

0@X
j�J+

!qj

1A0@ X
J+�k�j

a(j�k)

1A
�

0@X
j�J+

!qj

1A X
i�0

ai

!
;

alors la somme de �qk pour k � J+ est majorée par X
i�0

ai

!q0@X
j�J+

!qj

1A ;
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1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

ce qui donne 

 f�kgk�J+ j `0q;J+

 � 1

1� a



 f!jgj�J+ j `0q;J+

:
Le cas 0 < q � 1. On a

�qk �
X

J+�j�k

a(k�j)q!qj ;

il vient que X
k�J+

�qk �
X
k�J+

0@ X
J+�j�k

a(k�j)q!qj

1A :

Comme X
k�J+

0@ kX
j=J+

a(k�j)q!qj

1A =

0@X
j�J+

!qj

1A X
k�j

a(k�j)q

!
;

alors la somme de �qk pour k � J+ est majoré par X
i�0

aiq

!0@X
j�J+

!qj

1A ;

c�est-à-dire 

 f�kgk�J+ j `0q;J+

 � � 1

1� aq

�1=q 

 f!jgj�J+ j `0q;J+

:
Pour f�kg, on a

�qk �
kX

j=J+

a(j�k)q!qj ;

donc X
k�J+

�qk �
X
k�J+

0@ X
J+�j�k

a(j�k)q!qj

1A :

Comme X
k�J+

0@ kX
j=J+

a(j�k)q!qj

1A =

0@X
j�J+

!qj

1A0@ kX
j=J+

a(j�k)q

1A ;

alors la somme de �qk pour k � J+ est majorée par
�P
i�0
aiq
� P

j�J+
!qj

!
. Ce qui donne



 f�kgk�J+ j `0q;J+

 � � 1

1� aq

�1=q 

 f!jgj�J+ j `0q;J+

:
Par les mêmes raisonnements, on peut démontrer le cas q =1.
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1.1. Inégalité de Hardy et fonction maximale de Hardy-Littelwood

Nous allons commencer à donner la dé�nition de la fonction maximale de Hardy-

Littlewood, qui joue un rôle très important en analyse harmonique.

Dé�nition 1.1.3 Supposons que f est un fonction localement intégrable sur Rn, i.e. f 2
L1loc Pour tout x 2 Rn, la fonction maximale de Hardy-littlewoodMf(x) est dé�nie par

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy: (1.1.1)

Remarque 1.1.2 La fonction maximale deHardy-Littlewood n�est pas bornée sur L1 (Rn)

à lui-même. Nous ne considérons le cas n = 1. Prenez f(x) = �[0;1](x), alors pour tout

x � 1, on a

Mf(x) � 1

2x

2xZ
0

f(y)dy =
1

2x
;

donc Z
R

Mf(x)dx �
1Z
1

Mf(x)dx �
1Z
1

1

2x
dx =1:

Alors la fonction maximale M n�est pas bornée sur L1 (Rn) :La foncion maximale M est

bornée sur L1 (Rn), on véri�er que kMfk1 � kfk1. On aZ
B(x;r)

jf(y)j dy = kfk1
Z
B(x;r)

dy 8x; 8r > 0

� jB(x; r)j kfk1 ,

on divise sur jB(x; r)j donc

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy � kfk1 .

Alors

kMfk1 � kfk1 .

Théorème 1.1.1 Soit f une fonction mesurable sur Rn. Si f 2 Lp(Rn), 1 < p � 1 alors

Mf 2 Lp(Rn), il existe une constante C = C(n; p) > 0 telle que kMfkp � C kfkp.
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1.2. Décomposition de Littlewood-Paley

1.2 Décomposition de Littlewood-Paley

Dé�nition 1.2.1 Soit f 2 S(Rn). On dé�nit la transformée de Fourier de f , la fonc-
tion notée bf ou F(f) est dé�née pour toute � 2 Rn par

F(f)(�) = (2�)�n=2
Z
Rn
e�ix��f(x)dx:

On appelle transformée de Fourier conjuguée de f la fonction

F�1(f)(�) =

Z
Rn
eix��f(x)dx:

Nous allons dé�nir maintenant les espaces de Triebel-Lizorkin qui jouent un rôle im-

portant en analyse fonctionnelle. Pour cela, on rappel la dé�nition de la décomposition de

Littlewood-Paley d�une distribution tempérée.

Soit ' 2 S telle que
(i) supp ' � f� 2 Rn : 1 � j�j � 3g :
(ii) '(�) > 0 pour 1 � j�j � 3:
(iii)

P
j2Z
'(2�j�) = 1 pour � 2 Rn n f0g :

La construction de ' ne pose aucune di¢ culté, voire par exemple [1]. On pose

'0(�) = 1�
X
j�1

'(2�j�);

on obtient une fonction '0 2 C1, portée par la boule j�j < 3. Dans tout ce qui suit, on �xe
la partition de l�unité qui résulteX

j�0
'(2�j�) = 1 8� 2 Rn.

Pour toute f 2 S 0
, la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors l�identité

f =
X
j�0
F�1'j � f: (1.1)

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.
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1.2. Décomposition de Littlewood-Paley

Lemme 1.2.1 Soit f'jgj2N0une résolution de l�umite et R 2 N. Alors il exist des fonction
�; �0 2 S(Rn), telle que

supp �, supp �0 � f x 2 Rn: j x j� 1g, (1.2.1)

avec:

j F�0(�) j> c0 si j � j� 2

j F�(�) j> c si
1

2
�j � j� 2

Z
Rn
x��(x)dx = 0 si 0 �j � j� R, (1.2.2)

telle que

F�0(�)F	0(�) +
1X
j=1

F�(2�j�)F	(2�j�) = 1, � 2 Rn.

Les fonctions 	;	0 2 S(Rn) sont dé�nies par

F	0(�) =
'0(�)

F�0(�)
et F	(�) = '1(2�)

F�(�) .
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Chapitre 2

Espaces de type de Besov -

Triebel-Lizorkin

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la dé�nition des espaces Bs;�
p;q et F

s;�
p;q , ainsi que

certaines propriétés, comme la coïncidence avec d�autres espaces, toutes les démonstrations

se trouvent dans [1], [9], [10] et [11].

2.1 Dé�nition et quelques propriétes

Dé�nition 2.1.1 Soient s 2 R, � � 0, 0 < q; p � 1.
(i) L�espace de type de Besov, noté Bs;�

p;q , est l�ensemble des f 2 S 0 (Rn) telle que

kfkBs;�p;q = sup
BJ

1

jBJ j�

0@ 1X
j=J+

2jsq


(F�1'j � f) j Lp(BJ)



q1A1=q

<1,

où le sup est sur tout J 2 Z et toutes les boules BJ de Rn de rayon 2�J . Dans le cas limite
q =1 la modi�cation habituelle est nécessaire.

(ii) Soit 0 < p < 1. L�espace de type Triebel-Lizorkin, noté F s;�p;q , est l�ensemble des
f 2 S 0 (Rn) telle que

kfkF s;�p;q
= sup

BJ

1

jBJ j�










0@ +1X
j=J+

2jsq
��F�1'j � f

��q1A
1
q

j Lp(BJ)









 <1,
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2.1. Dé�nition et quelques propriétes

où le sup est sur tout J 2 Z et toutes les boules BJ de Rn de rayon 2�J . Dans le cas limite
q =1 la modi�cation habituelle est nécessaire.

Remarque 2.1.1 (i) La dé�nition indépendante du choix de la décomposition de Littlewood-

Paley.

(ii) F s;�p;q et B
s;�
p;q sont des espaces de quasi-Banach (espaces de Banach si min(p; q) � 1).

(iii) F s;0p;q = F sp;q, l�espace de Triebel-Lizorkin.

(iv) Bs;0
p;q = Bs

p;q, l�espace de Besov.

(v) On a

Bs;�
p;q = B

s +n (�� 1
p
)

1;1 si 0 < p � 1, s 2 R,

F s;�p;q = F
s +n (�� 1

p
)

1;1 si 0 < p <1, s 2 R,

si � > 1
p
, 0 < q � 1 où � = 1

p
et q =1, voir [10].

Soit k0, k1 2 S (Rn) et S � �1 un entier telle que pour " > 0.

jFk0(�)j > 0 pour j�j < 2"

jFk1(�)j > 0 pour
"

2
< j�j < 2",

et

Z
Rn
x�k1(x)dx = 0 pour j�j � S. (2.1.1)

Nous rappelons la notation

kt(x) = t�nkt(t
�1x), kj(x) = k2�j(x) pour t > 0 et j � 1.

Pour tout a > 0, f 2 S 0 (Rn) et x 2 Rn on note (fonction maximale de Peetre)

k�;aj f(x) = sup
y2Rn

jkj � f(y) j
(1 + 2j jx� yj)a , j 2 N0.

kj � f s�appelle la moyenne locale. Nous présentons maintenant une caractérisation fonda-

mentale de Bs;�
p;q et F

s;�
p;q .
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2.2. Espaces de suites bs;�p;q et f
s;�
p;q

Théorème 2.1.1 Soit s 2 R, � 2 [0; +1) et p, q 2]0; +1] et s < S + 1� �n:

(i) Si a > n
p
, alors

kfk
0

Bs;�p;q
= sup

BJ

1

jBJ j�

0@ +1X
j=J+

2jsq


(k�;aj f) j Lp(BJ)



q1A
1
q

est une quasi-norme équivalente dans Bs;�
p;q . Dans le cas limite q = 1, la modi�cation

habituelle est nécessaire.

(ii) Si 0 < p <1 et a > n
min(p;q)

, alors

kfk
0

F s;�p;q
= sup

BJ

1

jBJ j�










0@ +1X
j=J+

2jsq
��k�;aj f

��q1A
1
q

j Lp(BJ)









 ;
est une quasi-norme équivalente dans F s;�p;q . Dans le cas limite q = 1, la modi�cation
habituelle est nécessaire.

2.2 Espaces de suites bs;�p;q et f
s;�
p;q

Soient v 2 N0 et m = (m1; :::;mn) 2 Zn. Qvm est les cubes dyadique dans Rn

Qvm = f(x1; :::; xn) : mi � 2vxi < mi + 1; i = 1; 2; :::; ng.

Si Qvm est un cube dyadique dans Rn et c > 0, alors cQvm est le cube dans Rn de méme

centre avec Qvm de longueur c 2�v, �vm est la fonction caractéristique sur Qvm.

Dé�nition 2.2.1 Soient s 2 R, � 2 [0;+1) et 0 < p; q � +1. Pour toutes les suites
complexes de valeur � = f��m 2 C : � 2 N0; m 2 Zng on pose

bs;�p;q =
n
� : k�kbs;�p;q <1

o
,

avec

k�k
b
s;�
p;q

= sup
BJ

1

jBJ j�

 
+1X
�=J+






X
m2Zn

2�s��m ��m j Lp(BJ)






q! 1

q

,
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2.2. Espaces de suites bs;�p;q et f
s;�
p;q

et (où 0 < p < +1)

f s;�p;q =
n
� : k�kfs;�p;q <1

o
,

avec

k�k
f
s;�
p;q

= sup
BJ

1

jBJ j�








 

+1X
�=J+

 X
m2Zn

2�s j��m j ��m

!q! 1
q

j Lp(BJ)







 :
Dé�nition 2.2.2 Soit s 2 R, � 2 [0; +1) et 0 < p; q � +1. pour toutes les suites
complexes de valeur � = f�vm 2 C : v 2 N0; m 2 Zng dé�ne par

ebs;�p;q = n� : k�kebs;�p;q <1o ;
où

k�kebs;�p;q = sup
QJ

1

jQJ j�

0BB@ +1X
v=J+

2v(s �
n
p
)q

0B@ X
m2Zn

Q�m � QJ

j��m jp

1CA
q
p

1CCA
1
q

;

et (où 0 < p < +1)

ef s;�p;q = n� : k�k efs;�p;q <1o ;
où

k�k efs;�p;q = sup
QJ

1

jQJ j�








 

+1X
�=J+

 X
m2Zn

2�s j��m j ��m

!q! 1
q

j Lp(QJ)







 :
Où le sup est prise sur tous les J 2 Z et tous les cubes dyadiques QJ de côté 2�J . Par les

propriétés des cubes dyadiques, il existe d; k 2 N ne dépendant pas de J et m telles que

QJ;m

d

�
[

B �
J

�=1

et BJ

k

�
[

Q �
J

�=1

.

Ici, B �
J est une boule de centre 2�J et Q

�
J est un cube dyadique de côté 2�J . Par �Q �

J
on

note la fonction caractéristique du cube Q �
J , de cela et du fait que
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2.2. Espaces de suites bs;�p;q et f
s;�
p;q

X
m 2 Zn

��m��m �Q �
J
=

X
m 2 Zn

Q�; m�Q �
J

��m��m , � � J+;

il en résulte que pour toutes les suites complexes f��mg� 2 N0; m 2 Zn




X
m2Zn

�vm�vm�BJ







p

� c

kX
l=1






X
m2Zn

�vm�vm�QlJ







p

= c
kX
l=1










X
m2Zn

Qv;m�Ql
J

�vm�vm










p

= c

kX
l=1

2�vn=p

0BB@ X
m2Zn

Qv;m�Ql
J

j�vmjp

1CCA
1=p

:

Donc

k�k
b
s;�
p;q

� c k�kebs;�p;q .
Maintenant, pour tout � � J+ et n�importe quel cube dyadique QJ . On a

2�vm
X
m2Zn

Qv;m�QJ

j�vmjp =

Z
QJ

X
m2Zn

j�vmjp �vm(y)dy

=

Z
QJ

�����X
m2Zn

�vm�vm(y)

�����
p

dy

=






X
m2Zn

�vm�vm�QJ







p

p

:

Par conséquent

k�kebs;�p;q � c k�k
b
s;�
p;q

.

L�équivalence entre k:kebs;�p;q et k:kbs;�p;q est évident.

Proposition 2.2.1 Soient s 2 R, � � 0, 0 < p; q; r � +1 et �1 < s0 < s1 < +1:

(i) Si 0 < p < 1, alors

ebs;�p; min(p;q) ,! ef s;�p;q ,! ebs;�p; max(p;q) .
14



2.2. Espaces de suites bs;�p;q et f
s;�
p;q

(ii) Si 0 < p0 < p1 < 1 telles que s0 � n
p0
= s1 � n

p1
, alors

ebs0;�p0; q
,! ebs1;�p1; q

.

(iii) Si 0 < p0 < p1 < 1 telles que s0 � n
p0
= s1 � n

p1
, alors

ef s0;�p0;q
,! ef s1;�p1;q

.

Evidemment, ef s;�p;q , ebs;�p;q peut être remplacé par bs;�p;q et f s;�p;q respectivement.
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Chapitre 3

La décomposition atomique

Le but de se chapitre est de présenter une décomposition dite atomique, pour les espaces de

type de Triebel-Lizorkin et Besov.

3.1 Dé�nition et résultats

Nous dé�nissons les atomes qui sont les éléments constitutifs de la décompositions atomique.

Dé�nition 3.1.1 Soit K, L 2 N0, et soit 
 > 1: Une fonction a 2 Ck (Rn) est appelée

[K;L]- atome centrée sur Q�m, � 2 N0;m 2 Zn si

supp a � 
Q�m (3.1.1)

jD�a(x)j � 2�j�j pour 0 � j�j � K ;x 2 Rn,

et Z
Rn
x�a(x)dx = 0 pour 0 � j�j < L et � � 1: (3.1.2)

Si l�atome a est situé à Q�m; alors nous le noterons par a�m. Pour � = 0 ou L = 0,

il n�y a pas de conditions de moment (3.1.2) requises.

Lemme 3.1.1 Soit
�
'j
	
j2N0

une partion de l�unité et soit f%�mg�2N0;m2Zn des [K;L]-atomes.
Alors

16



3.1. Dé�nition et résultats

��F�1'j � %�m(x)
�� � c 2(��j)K

�
1 + 2�

��x� 2��m����M si � � j,

et

��F�1'j � %�m(x)
�� � c 2(j��)(L+n+1)

�
1 + 2j

��x� 2��m����M si � � j,

où M est su¢ samment grand.

Théorème 3.1.1 Soit s 2 R, � 2 [0;+1). Soit 0 < p � +1, respectivement 0 < p < 1,
0 < q � +1 et K, L 2 N0 telles que

K > s+ �n, (3.1.3)

et

L > n

�
1

min(1; p)
� 1
�
� 1� s; (3.1.4)

respectivement

L > n

�
1

min(1; p; q)
� 1
�
� 1� s: (3.1.5)

Alors f 2 S 0
(Rn) appartient à Bs;�

p;q ; respectivement à F
s;�
p;q si et seulement si elle peut être

représentée par

f =
1X
� =0

X
m2Zn

��m%�m, (3.1.6)

convergeant dans S 0
(Rn).

Où %�m sont [K;L]-atomes et � = f��m 2 C : � 2 N0;m 2 Zng 2 bs;�p;q , respectivement

� 2 f s;�p;q . De plus, Inf k�kbs;�p;q , respectivement Inf k�kfs;�p;q , où l�in�mum est sur les représen-

tations admissibles (3.1.6), est une quasi-norme équivalente pour Bs;�
p;q ; respectivement F

s;�
p;q .

Preuve.

Etape 1. Soit �; �0;  0 et  les fonctions introduites dans le lemme 1.2.1. On a

f = �0 �  0 � f +
1X
� =1

�� �  � � f;

et en utilisant la dé�nition des cubes Q�m on obtient

17



3.1. Dé�nition et résultats

f(x) =
X
m2Zn

Z
Q�m

�(x� y) 0 � f(y)dy +
1X
� =1

2�m
1X

m2Zn

Z
Q�m

�(2�(x� y)) � � f(y)dy;

ou la convergence dans S 0
(Rn). Nous dé�nissons pour chaque � 2 N et tout m 2 Zn

��m = C� sup
y 2Q�m

j � � f(y)j ; (3.1.7)

où

C� = max

(
sup
jy j�1

jD��(y) j ; j�j � K

)
.

Dé�nir aussi

%�m(x) =

8<: 1
��m

2�m
R
Q�m

�(2�(x� y)) � � f(y)dy si ��m 6= 0
0 si ��m = 0

. (3.1.8)

Si ��m 6= 0, on a

jD�%�m(x)j �
2v(n+j�j)

C�

Z
Qvm

j(D��)(2v(x� y))j j v � f(y)j dy
�
sup
y2Qvm

j v � f(y)j
��1

� 2v(n+j�j)

C�

Z
Qvm

j(D��)(2v(x� y))j dy

� 2v(n+j�j) jQvmj

� 2vj�j:

Les modi�cations pour les termes avec � = 0 sont évidents.

Etape 2. Ensuite, nous montrons qu�il existe une constante c > 0 telles que

k�k
b
s;�
p;q

� c kfkBs;�p;q .

Comme dans le F-cas. Pour cette raison, nous exploitons les quasi-normes équivalentes

données dans le théorème 2.1.1 impliquant la fonction maximale de Peetre. Pour toute

18



3.1. Dé�nition et résultats

x; y 2 Q�m et toute � � J+.X
m2Zn

�vm�vm(x) = C�
X
m2Zn

sup
y2Qvm

j v � f(y)j�vm(x)

� c
X
m2Zn

sup
jzj�c 2�v

j v � f(x� z)j
(1 + 2v jzj)a (1 + 2v jzj)a�vm(x)

� c  �;av f(x)
X
m2Zn

�vm(x)

= c  �;av f(x); (3.1.9)

où nous avons utilisé
P

m 2Zn ��m (x) = 1. Cette estimation et son équivalent pour � = 0

(qui peut être obtenu par un calcul similaire) donnent

k�kbs;�p;q � c sup
BJ

1

jBJ j�

 
+1X
�=J+

2�sq k �;a� fkqLp(BJ )

! 1
q

� c kfkBs;�p;q :

En prenant a > n
p
. Ceci complète la preuve de l�inégalité dans le B-cas. Concernant le

F-cas, (3.1.9) implique

k�kfs;�p;q � c sup
BJ

1

jBJ j�









0@ +1X
�=j+

2�sq ( �;a� f)q

1A 1
q









Lp(BJ )

� c kfkF s;�p;q
;

où en prenant a > n
min(p;q)

:

Etape 3. Suppose que f peut être représenté par (3.1.6), avec K et L satisfaisant

(3.1.3) et (3.1.4), respectivement. Nous examinons d�abord le B-cas et montrons que

f 2 Bs;�
p;q et que pour certains c > 0,

kfkBs;�p;q � c k�kbs;�p;q :

On divise la somme (3.1.6) en fonction de J+; j 2 N0 en trois parties,

f =
1X
�=0

X
m2Zn

��ma�m =
J+�1X
�=0

:::+

jX
�=J+

:::
1X

�=j+1

::::.
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3.1. Dé�nition et résultats

Ici, on met
PJ+�1

�=0 ::: = 0. Si J+ = 0. Soit
�
'j
	
j2N0

une résolution d�unité et soit BJ une

boule centré sur x0 2 Rn et de rayon 2�J , J 2 Z. On a

0@ +1X
j=J+

2jsq


F�1'j � f



q
Lp(BJ )

1A
1
q

;

qui peut être estimé par

c

0@ 1X
j=J+

2jsq







J+X
v=0

X
m2Zn

�vmF�1'j � %vm j Lp(BJ)






q
1A1=q

+c

0@ 1X
j=J+

2jsq







jX

v=J+

X
m2Zn

�vmF�1'j � %vm j Lp(BJ)






q
1A1=q

+c

0@ 1X
j=J+

2jsq







1X

v=j+1

X
m2Zn

�vmF�1'j � %vm j Lp(BJ)






q
1A1=q

= �1 + �2 + �3:

Estimation de �1. Dans le lemme 3.1.1 nous avons pour toutM su¢ samment grand

et tout � � j;

X
m2Zn

2js j��mj
��F�1'j � %�m(x)

�� � c 2(��j)(K�s)
X
m2Zn

2�s j��mj
�
1 + 2�

��x� 2��m����M :

Nous suppose que

X
m2Zn

2�s j��mj
�
1 + 2�

��x� 2��m����M � c
1X
k=0

2(n=t�M)kMt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�Bv�k�cn
�
(x);

(3.1.10)

pour toute 0 < t � 1 et x 2 BJ . Donc, avec 0 < t < min(1; p)

2jst







J+X
� =0

X
m2Zn

��1�mF'j � %�m







t

Lp(BJ )

;
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3.1. Dé�nition et résultats

peut être estimé par

c
1X
k=0

2(n=t�M)tk

J+X
v=0

2(v�j)(K�s)t






Mt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�Bv�k�cn
�






t

p

� c
1X
k=0

2(n=t�M)tk

J+X
v=0

2(v�j)(K�s)t






X
m2Zn

2vs j�vmj�vm







t

Lp(Bv�k�cn )

;

car la fonction maximal deHardy-LittlewoodMt est borné sur Lp. La dernière expression

peut être estimé par

c

1X
k=0

2(n=t�M)tk

J+X
v=0

2(v�j)(K�s)t sup
i�v






X
m2Zn

2is j�imj�im







t

Lp(Bv�k�cn )

� c

1X
k=0

2(n=t�M)tk

J+X
v=0

2(v�j)(K�s)t sup
i�(v�k�cn)+






X
m2Zn

2is j�imj�im







t

Lp(Bv�k�cn )

:

Rappelant la dé�nition des espaces bs;�p;1, la partie droite de la dernière expression est estimeé

par

c
1X
k=0

J+X
v=0

2(�n+n=t�M)tk2(v�j)(K�s)t�v�nt k�ktbs;�p;1

� c 2(J�j)(K�s��n)t��njt k�ktbs;�p;q ;

la dernière estimation suit en prenant M su¢ samment grand, telles que M > n
t+�n

, et

l�hypothèse (3.1.3). Il en résulte que

�1 � c

0@ 1X
j=J+

2(J�j)(K�s��n)q��njq

1A1=q

k�kbs;�p;q � c 2�J�n k�kbs;�p;q ; (3.1.11)

encore en utilisant (3.1.3) et la constante c > 0 est indépendant de J . Prouvons (3.1.10).

Pour chaque k 2 N0 nous dé�nissons


k =
�
m 2 Zn : 2k�1 < 2�

��x� 2��m�� � 2k	 ;
et


0 =
�
m 2 Zn : 2�

��x� 2��m�� � 1	 :
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3.1. Dé�nition et résultats

Ensuite,

X
m2Zn

2vs j�vmj
�
1 + 2v

��x� 2�vm����M =
1X
k=0

X
m2
k

2vs j�vmj
�
1 + 2v

��x� 2�vm����M
� c

1X
k=0

2�Mk
X
m2
k

2vs j�vmj :

Pour toute 0 < t � 1, la dernière expression est délimitée par

c
+1X
k=0

2�Mk

 X
m2
k

2�st j��mjt
! 1

t

= c

+1X
k=0

2�(
n

t�M )k

 
2(��k)n

Z
[m2
kQvm

 X
m2
k

2�s j��mj��m (y)
!t
dy

! 1
t

: (3.1.12)

Soit y 2 [m2
kQvm. Alors y 2 Q�m pour certains m 2 
k et 2k�1 < 2� jx� 2��mj � 2k à
partir de cela suit que

jy � xj � jy � 2�mj+
��x� 2��m�� < n 2�� + 2k�� < 2k���hn ; hn 2 N;

ce qui implique que y est situé dans une boule B
�
x; 2k���hn

�
. En outre, du fait que

jy � x0j � jy � xj+ jx� x0j < 2k���cn + 2�J < 2k���cn ; cn 2 N;

nous avons que y est situé dans une boule B��k�cn Par conséquent, (3.1.12) ne dépasse

pas

c

1X
k=0

2(n=t�M)kMt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�Bv�k�cn
�
(x);

où c > 0 ne pas dépendre de �; j et J:

Estimation de �2. Les mêmes arguments utilisés ci-dessus donnentX
m2Zn

2vs j�vmj
�
1 + 2v

��x� 2�vm����M
� c

1X
k=0

2(n=t�M)kMt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�BJ�k�cn
�
(x);
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3.1. Dé�nition et résultats

pour toute x 2 BJ et 0 < t < min(1; p), où c > 0 ne pas dépendre de �; j et J . Par

le Proposition 1.1.1 (avec l�aide de (3.1.3)) et la continuité de la fonction maximale de

Hardy-Littlewood Mt sur Lp on obtient pour toute M su¢ samment grand pour que

M > n=t+ �n,

(�2)
d

� c
1X
k=0

2(n=t�M)kd

0B@ 1X
j=J+

0@ jX
v=J+

2(v�j)(K�s)d






Mt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�BJ�k�cn
�






d

p

1Aq=d
1CA
d=q

� c
1X
k=0

2(n=t�M)kd

0@ 1X
j=J+






Mt

� X
m2Zn

2js j�jmj�jm�BJ�k�cn
�






q

p

1Ad=q

� c
1X
k=0

2(n=t�M)kd

0@ 1X
j=(J�k�cn)+






X
m2Zn

2js j�jmj�jm







q

Lp(BJ�k�cn )

1Ad=q

� c 2�J�nd
1X
k=0

2(n=t�M+�n)kd k�kdbs;�p;q

� c 2�J�nd k�kdbs;�p;q ; (3.1.13)

où d = min(1; p; q):

Estimation de �3. D�après le lemme 3.1.1, nous avons pour tout M su¢ samment

grand.

X
m2Zn

2js j�vmj
��F'j � %vm(x)��

� c 2(j�v)(L+n+1+s)
X
m2Zn

2vs j�vmj
�
1 + 2j

��x� 2�vm����M :

Soit 0 < t < min(1; p) être un nombre réel tel que L > n=t� 1�n� s. Pour chaque k 2 N0
nous dé�nissons


k =
�
m 2 Zn : 2k�1 < 2j

��x� 2��m�� � 2k�1	 ;
et


0 =
�
m 2 Zn : 2j

��x� 2��m�� � 1	 :
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3.1. Dé�nition et résultats

En utilisant combinaison des arguments utilisés dans l�estimation de �1, On arrive à l�inégalité

X
m2Zn

2�s j��mj (1 + 2j
��x� 2��m��)�M

� c
1X
k=0

2(n=t�M)k

0B@2(v�k)n Z
[m2
kQvm

 X
m2
k

2vs j�vmj�vm(y)
!t
dy

1CA
1=t

: (3.1.14)

Soit y 2 [m2
kQvm, on trouve y 2 Q�m pour certains m 2 
k et 2k�1 < 2� jx� 2��mj � 2k

on obtient que

jy � xj �
��y � 2��m��+ ��x� 2��m�� < n 2�� + 2k�� < 2k�J�hn ; hn 2 N;

ce qui implique que y est situé dans une boule B
�
x; 2k�j�hn

�
. En outre, du fait que

jy � x0j � jy � xj+ jx� x0j < 2k�j�cn + 2�J < 2k�J�cn ; cn 2 N;

nous avons que y est situé dans une boule B J�k�cn. Par conséquent, (3.1.14) ne dépasse

pas

c 2(v�j)n=t
1X
k=0

2(n=t�M)kMt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�BJ�k�cn
�
(x);

pour toute x 2 BJ et toute 0 < t < min(1; p): Où c > 0 est indépendent de �; j et J .

Donc utiliser Proposition 1.1.1 (à l�aide de (3.1.5)) et le fait que la fonction maximale de

Hardy-LittlewoodMt est bornée sur Lp on obtient pour toute M su¢ samment grand pour

que M > n=t+ �n,

(�3)
d

� c
1X
k=0

2(n=t�M)kd �

0B@ 1X
j=J+

0@ 1X
v=j

2(j�v)(L+n+1+s�n=t)d






Mt

� X
m2Zn

2vs j�vmj�vm�BJ�k�cn
�






d

p

1Aq=d
1CA
d=q

� c

1X
k=0

2(n=t�M)kd

0@ 1X
j=J+






X
m2Zn

2js j�jmj�jm







q

Lp(BJ�k�cn )

1Ad=q
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3.2. La convergence

� c
1X
k=0

2(n=t�M)kd

0@ 1X
j=(J�k�cn)+






X
m2Zn

2js j�jmj�jm







q

Lp(BJ�k�cn )

1Ad=q

� c 2�J�nd
1X
k=0

2(n=t�M+�n)kd k�kdbs;�p;q � c 2�J�nd k�kdbs;�p;q ; (3.1.15)

où d = min(1; p; q). Maintenant, par (3.1.11), (3.1.13) et (3.1.15) nous obtenons

kfk
B
s;�
p;q

� c k�k
b
s;�
p;q

:

Dans le F- cas, nous faisons les mêmes estimations et calculs que ci-dessus et utilisons la

délimitation deMt sur Lp (`q) pour 0 < t < min(1; p; q) pour obtenir l�estimation souhaitée.

3.2 La convergence

Dans cette section, nous présentons la preuve de la convergence dans S 0 (Rn) du (3.1.6).
Soit ' 2 S (Rn). Par (3.1.1) -(3.1.2) et l�expansion de Taylor de ' à l�ordre L par rapport
aux o¤-points 2��m, on obtient pour � �xé

Z
Rn

X
m2Zn

��m %�m(y)'(y)dy

=

Z
Rn

X
m2Zn

��m 2
��(L+1)%�m(y)

0@'(y)� X
j�j�L

�
y � 2��m

�� D�'(2��m)

�!

1A 2�(L+1)dy:
Le dernier term est estimé par

c
�
1 + jyj2

�M
2 sup
x2Rn

�
1 + jxj2

�M
2
X

j�j�L+1

jD�'(x)j ;

oùM > 0 est à notre disposition, soit 0 < t < min(1; p) = 1+p+ p
min(1;p)

et � = s+ n
p
(t� 1)

telles que n
�
1� 1

min(1;p)

�
+s < �1�L Puisque %�m sont [K;L] -atomes, alors pour chaque

S > 0 On a

2��(L+1) j%�m(y)j � 2�� 2��(L+1+�)
�
1 + 2�

��y � 2��m����s :
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3.2. La convergence

Donc �����
Z
Rn

X
m2Zn

��m %�m(y)'(y)dy

�����
� c 2��(L+1+�)

Z
Rn

X
m2Zn

2�� j��mj
�
1 + 2�

��y � 2��m����s �1 + jyj2��M2 dy

= 2��(L+1+�)
+1X
i=0

Z
Ci

::::::::: dy;

où C0 = fy 2 Rn : jyj � 1g et Ci = fy 2 Rn : 2i�1 � jyj < 2ig pour toute i 2 N. Une

modi�cation des arguments utilisés dans la preuve de (3.1.10) donne:

X
m2Zn

2�� j��mj
�
1 + 2�

��y � 2��m����s � c
+1X
k=0

2(n�S)kM
 X
m2Zn

2�s j��mj��m �B�i�k�hn (0)

!
(y)

pour toute y 2 Ci est une boule B�i�k�hn(0) de centrée à 0 et de rayon 2
i+k+hn , hn 2 N

Nous avons divisé M en R + T . Ensuite�����
Z
Rn

X
m2Zn

��m %�m(y)'(y)dy

����� ;
est estimée par

c 2��(L+1+�)
+1X
k=0

+1X
i=0

2(n�S)k+iR
Z
Rn
M
 X
m2Zn

2�� j��mj��m �B�i�k�hn (0)

!
(y)

�
1 + jyj2

��T
2 dy:

Puisque nous avons en plus le facteur
�
1 + jyj2

��T
2 , il découle de l�inégalité de Hölder que

cette expression est limité par

c 2��(L+1+�)
+1X
k=0

+1X
i=0

2(n�S)k+iR






M
 X
m2Zn

2�� j��mj��m �B�i�k�hn (0)

!





p
t

� c 2��(L+1+�)
+1X
k=0

+1X
i=0

2(n�S)k+iR






X
m2Zn

2�� j��mj��m







L
p
t (B�i�k�hn (0))

� c 2��(L+1+�) k�kbs;�p
t ;1

;
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3.2. La convergence

où la première inégalité découle de la continuité de la fonction maximale de Hardy-

Littlewood M sur L
p
t et la deuxième inégalité s�ensuit en prenant S et R assez grands.

Puisque L+1+� > 0, la convergence de (3.1.6) est maintenant claire par les embarquements

la preuve est terminée

k�k
b
s;�
p;q

,! k�k
b
s;�
p
t ;1

;

et

k�k
f
s;�
p;q

,! k�k
f
s;�
p
t ;1

,! k�k
b
s;�
p
t ;1

:
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Conclusion

Dans notre travail on donne la décompositions atomique d�espaces de type de Besov

et de type de Triebel-Lizorkin. Tous ces résultats sont des généralisations des résultas

classiques connus dans les espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin où en prenant � = 0.
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